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Аннотация: В данной статье мы рассматриваем проблему моделирования динамики 

криптовалют с помощью широкого класса умеренно устойчивых процессов Леви. На 

первом шаге оценивается обобщенный индекс Блюменталя-Гетура на основе 

реализованной степенной вариации ряда логарифмических доходностей курсов 

криптовалют. Мы рассматриваем случай, который соответствует процессам Леви 

ограниченной вариации, когда индекс активности скачков меньше единицы. Затем 

моделируемый процесс представляется как последовательность положительных и 

отрицательных скачков Леви за короткие периоды времени. Мы калибруем модель по 

искусственным цифровым опционов в одно касание, которые представляют собой 

статистические вероятности пересечения заранее определенных барьеров. В таком 

представлении становится возможным применение явных формул факторизации Винера-

Хопфа для определения цены синтетических цифровых опционов в одно касание. 

Предложенная методика упрощает подгонку параметров негауссовских процессов Леви с 

активностью скачков, не превышающей 1. 
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Резкий рост цены биткоина, перешедшего через планку в 20 тыс. 

долларов, в очередной раз показал актуальность задачи математического 

моделирования котировок криптовалют. В отличие от традиционных 

финансовых активов (фиатных валют, драгоценных металлов, акций и др.), 

криптовалюты демонстрируют очень существенные колебания курсов, 

позволяя трейдерам получать прибыль в разы превышающую вложения. 

Вместе с тем риск потерять все вложения на криптобирже существенно 

выше, чем на классическом финансовом рынке.  Резкие скачки в курсах 

криптовалют позволяют сделать вывод, что традиционные гауссовы модели с 

непрерывными траекториями не являются адекватными для такого типа 

активов.  

Задача подбора параметров модели по реальным рыночным ценам 

является одной из самых важных в области вычислительной финансовой 

математики. В таких задачах всегда возникает проблема выбора между 
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простотой и адекватностью моделей. С одной стороны, слишком простые 

модели неадекватно описывают реальные ценовые процессы. С другой 

стороны, чрезмерно сложные модели не позволяют легко решить 

сопутствующие вычислительные вопросы (например, найти цены 

экзотических опционов или оценить риски).  

Как показывают эмпирические исследования, невозможно адекватно 

описать цены криптовалюты с помощью диффузионных моделей с 

непрерывными траекториями (см., например, [1]). В частности, в [1] 

показано, что процессы Леви, допускающие бесконечное количество 

микроскачков, больше подходят для моделирования котировок на 

криптовалюты. Процессы Леви применяются в задачах моделирования, как в 

финансах [2], так и в физике [3]. Подробнее о процессах Леви можно 

прочитать в монографиях [2,4]. 

Как показывают исследования, проведенные в [5], в 2017 и 2018 годах 

временные ряды логарифмической доходности таких ключевых валют 

криптовалют, как биткоин (BTC) и эфир (ETH) по своим характеристикам 

соответствовали умеренно устойчивым процессам Леви, обобщенный индекс 

Блюменталя-Гетура которых меньше 1. 

Цель данного исследования – предложить новую методику калибровки 

умеренно устойчивых процессов Леви с ограниченной вариацией скачков по 

данным о котировках криптовалют, развивающие идеи [5]. 

Классические методы подбора параметров стохастических процессов 

при моделировании динамики курсов акций осуществляется на основе 

данных доски опционов с разными ценами исполнения [6, 7]. Подробное 

описание видов опционов и классических принципов их оценивания можно 

найти в [8]. В настоящее время, рынок производных финансовых 

инструментов на криптовалюты только начинает развиваться, поэтому 

стандартные подходы к подбору параметров моделей Леви в случае 
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криптовалют не применимы. В [1] был предложен новый подход, 

предполагающий калибровку моделей Леви по вероятностям пересечения 

курсом криптовалюты определенного набора ценовых барьеров.  

Напомним, что процесс Леви  можно однозначно описать через 

характеристическую экспоненту . В частности, 

характеристическая экспонента процесса Леви без диффузионной 

компоненты со скачками ограниченной вариации может быть записана по 

формуле Леви-Хинчина: 

,     (1) 

где мера Леви  удовлетворяет условию .  

 Например, характеристическая экспонента (1) умеренно устойчивых 

процессов Леви (англ. Tempered Stable Levy processes, [2]) с ограниченной 

вариацией скачков имеет вид: 

 

 

 

где  , , и  

 

Показатели  характеризуют активность скачков вверх и вниз, 

наибольший из которых соответствует обобщенному индексу Блюменталя-

Гетура [9].   В частном случае, при  и , 

характеристическая экспонента  описывает популярную финансовую 

модель CGMY [10].  

Будем описывать курс криптовалюты с помощью экспоненциального 
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процесса Леви  Как и в [5], проведем оценку индекса активности 

 процесса X на основе динамического ряда логарифмической доходности 

 с лагом по времени в одну минуту, чтобы охарактеризовать 

обобщенный индекс Блюменталя-Гетура. Необходимые для расчета формулы 

представлены в [9]. 

Анализ дневных значений , показал, что в течение 2017 и 2018 года 

индексы активности курсов криптовалют биткоин и эфир находились левее 

единицы с высокой долей вероятности, см. также [5]. В начале 2019 года 

ситуация сохранилась. На рис.1 показано распределение индекса активности 

скачков по дням за первый квартал 2019 года. Среднее значение 

обобщенного индекса Блюменталя-Гетура составило 0.7398 с доверительным 

интервалом для среднего (0.705997,0.773617). 

 

Рис. 1. – Распределение индекса активности скачков по количеству дней 

 

Напомним, что при гауссова компонента процесса Леви 

полностью отсутствует и индекс активности характеризует активность 

скачков (например, для модели CGMY с нулевым сносом ). 
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В данной статье предлагается новый метод калибровки чисто 

негауссовских процессов Леви со скачками конечной вариации по курсам 

криптовалют. Ключевая идея, лежащая в основе нашего подхода, состоит в 

том, чтобы представить рассматриваемый процесс как последовательность 

положительных и отрицательных скачков Леви за короткие периоды времени 

: 

 

где  а процессы  

являются субординаторами (процессами Леви, траектории которых не 

убывают), такими что  Иными словами, изменение цены за 

каждую минуту мы моделируем как последовательность скачка вниз, вверх и 

снова вниз. 

Заметим, что в этом случае, характеристическая экспонента процесса 

Леви будет иметь вид  а 

соответствующая характеристическая экспонента  записывается в виде: 

, где ,  , и 

 

По аналогии с [1], мы калибруем модель по искусственным цифровым 

опционов в одно касание, которые представляют собой статистические 

вероятности пересечения заранее определенных барьеров. Как и в [11], мы 

предлагаем использовать алгоритм быстрого преобразования Фурье в 

сочетании с методом Винера-Хопфа. Основным преимуществом нашего 

подхода является применение явных формул факторизации Винера-Хопфа 

для определения цены синтетических цифровых опционов в одно касание в 

рамках таких моделей. Предложенная методика упрощает подгонку 
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параметров негауссовских процессов Леви с активностью скачков, не 

превышающей 1. По сути, мы заменяем исходный процесс с непрерывным 

временем на дискретный процесс, аппроксимирующий умеренно устойчивый 

процесс Леви. Учитывая, что приближающий дискретный процесс позволяет 

быстро и эффективно оценивать экзотические опционы, эта модель может 

быть использована на практике для вычисления цен опционов на 

криптовалюты (например, на криптобирже LedgerX, где торгуются опционы 

на биткоин), когда параметры процесса уже подобраны. 

Анализируя данные по котировкам биткоина за весь 2019 год, мы 

получили, что средняя оценка обобщенного индекса Блюменталя-Гетура 

возросла до 1.1948 с доверительным интервалом для среднего: 

(1.15189,1.23761). В 2020 году наблюдается похожая картина. Таким 

образом, возникает необходимость разработки методов калибровки для 

процессов Леви с неограниченной вариацией скачков. 
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