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Разработка алгоритмов решения задач стохастического вывода в 

полумарковских моделях динамических байесовских сетей 
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Аннотация: Динамические байесовские сети представляют собой универсальный 

инструмент для моделирования стохастических процессов, протекающих во времени. В 

процессе описания переходных вероятностей динамических байесовских сетей 

используются марковские цепи с дискретным временем. Однако существуют ситуации, 

где время пребывания в состояниях динамической байесовской сети может описываться 

произвольным законом распределения, что обусловлено особенностями моделирования 

предметной области. Для описания переходных процессов в таких сетях используются 

полумарковские процессы. В работе приводится описание математического аппарата 

применения теории полумарковских процессов для построения вероятностях моделей и 

решение задач вероятностного вывода динамических байесовских сетей. Описывается 

процедура распространения свидетельств в процессе перехода между временными 

состояниями рассматриваемой динамической модели на основе алгоритма выборки по 

значимости.  

Ключевые слова: динамическая байесовская сеть, полумарковские цепи, метод 

вложенных цепей Маркова, вероятностный вывод, модель перехода, модель состояния, 

алгоритм выборки по значимости. 

Введение 

Развитие интеллектуальных систем на основе динамических 

байесовских сетей (ДБС) позволяет решать значительное число задач, 

связанных с построением сложных аналитических и поисковых систем. В 

основе классических байесовских сетей используется предположение о 

дискретности временных состояний модели с ограниченным интервалом 

времени  0;t t k  . Между тем, существует ряд случаев, когда время 

пребывания может носить как гауссовский, так и произвольный характер 

распределения. Для таких моделей применение математического аппарата 

классических цепей Маркова достаточно затруднительно и становится 



Инженерный вестник Дона, №11 (2022) 

ivdon.ru/ru/magazine/archive/n11y2022/7979 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2022 

наиболее целесообразным применение полумарковских цепей (ПМЦ). 

Использование ПМЦ в процессе моделирования состояний ДБС позволяет 

определить последовательность наблюдаемых переменных 

1 2( , ,.., )n

t k t k t k t kE E E E    , задаваемых в соответствии с продолжительностью 

времени пребывания модели в состоянии t k . В теории полумарковских 

процессов, если процесс  t  представляет собой полумарковскую цепь, то 

время, как результирующее распределение переходных вероятностей 

1( | )t tP X X
,  будет определяться в соответствии с классической цепью 

Маркова. Следовательно, полумарковская цепь будет представлять собой 

марковский процесс первого рода с произвольным законом распределения 

длительности пребывания в каждом из состояний t . При решении задач 

вероятностного вывода для моделей ДБС с полумарковскими процессами 

возникает необходимость адаптации существующих алгоритмов 

вероятностного вывода с учетом произвольного времени пребывания модели 

в каждом из состояний. Для этого в работе рассмотрим применение метода 

вложенных цепей Маркова в сочетании с рандомизированными методами на 

основе метода Монте-Карло для получения апостериорных значений 

переменных запроса ДБС с учетом всех поступающих свидетельств. 

Описание полумарковских процессов динамических байесовских сетей 

Пусть задана динамическая байесовская сеть  ,B X G , 

представляющая собой направленный ациклический граф, где каждой из 

вершин ставится в соответствие таблица условных вероятностей (ТУВ) [1]. 

Вершины 
1,t tX X

, имеющие связи в соседних временных срезах называются 

транзитивные, переменные, значения которых известно на временном срезе 

t k  являются свидетельствами 
1tE 
. Тогда обобщенная структура ДБС, 

состоящая из t k  состояний и d  временных состояний, где переходные 

вероятности образуют полумарковский процесс имеет вид:  
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Рис. 1. Полумарковская динамическая байесовская из t k  состояний, 
tX  

– множество состояний, d

tX  – длительностью пребывания. 

Для определения переходных вероятностей ДБС, зададим однородную 

марковскую цепь с показательным законом распределения времени t  [2]: 

          1 1 1 1 2 2( ) | ) , , , .n n n nt P t X t X t X t X            (1) 

Следовательно, для вероятностей     0  0jP t j P    и 

      |  n k nP t t  , соответствующих случайному процессу  t , будет 

справедливо выражение Чепмена-Колмогорова: 
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Из рис. 1 следует, что для задания марковской цепи необходимо 

определить исходное состояние для момента 
1t , а также матрицу 

инфинитезимальных переходов  , Λi jQ P I   c вектором параметров 

показательного распределения  , где ,{  }i jP p  – переходные вероятности, 

 ,Λ i j  ,  ,i jI  , ,i j  – элементы матрицы инфинитезимальных 

переходов. Для получения распределения вероятностей полумарковского 

процесса будем рассматривать модель ДБС, для которой время пребывания 

,i j  в состоянии i  до перехода в состояние j  будет являться случайной 
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величиной с произвольной функцией распределения  ,i j tG X . Приведем 

формулу (1) для описания полумарковского процесса [3,4]: 

 
     

        

1 1 1

1 1 1 2 2 1

, | ,

( ) , , , , , ,

n n n n

n n n

t P t X T T

t X T t X T t X T

 

  





    

   
 (3) 

где 
1 2T ,T , ,TnT    – время пребывания модели в состояниях 

1 2, , , nX X X X  , моменты n i , 1n j  . 

В таком случае, полное совместное распределение полумарковской ДБС 

можно записать с учетом полумарковского переходного процесса (3): 
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1
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t
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 (4) 

Из формулы (3) и (4) следует, что при заданном начальном распределении 

полумарковская цепь будет определяться матрицей переходов для состояний 

iX  и jX , а также матрицей функций распределений времени пребывания в 

каждом из этих состояний ( )jF t . Тогда для определения переходной 

вероятности 
1 1( , | , )t t t tP X T X T 

 воспользуемся методом построения 

вложенной цепи Маркова  
1

  ,
k

i i i
X T


, характеризующим интервальные 

переходные вероятности, определяющими переход вложенной марковской 

цепи из состояния  ,i t  в состояние  ,j t  . По формуле полной 

вероятности с учетом перехода процесса из состояния  t i   в состояние 

 t j   с учетом того, что время пребывания it t , то вероятность события 

будет равна   ijδ 1 iP t . Тогда для полумарковской цепи  i t  определим 

вероятность перехода из 
tX  и 

1tX 
 [5,6]: 

        , 1

1

|  .
k

i i i j t t ij

n

F t P t t P X X F t



    (5) 



Инженерный вестник Дона, №11 (2022) 

ivdon.ru/ru/magazine/archive/n11y2022/7979 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2022 

С учетом формулы (5), выражение, соответствующее безусловной 

плотности распределения полного времени пребывания в 
iX  имеет вид: 

        , 1 ,

1

|  ,
k

i i i j t t i j

i

w t P t t P X X f t



    (6) 

где  , ti jf  плотность распределения, соответствующая интервалу ( ; )i jt t  

полумарковской цепи. 

Определим связь между выражениями (5) и (6) с учетом среднего 

времени ожидания 
iT : 

        1 .i i i i

t

t F t w t dt P T t


      (7) 

C учетом выражения (7) определим значение переходно-интервальной 

вероятности Ωij , соответствующей переходу их состояния Xi
 в X j  с учетом 

времени нахождения t τ . Для этого зададим матрицу     iF tP t diag . 

Тогда матрицу  ijΩ t  можно выразить через соответствующую матрицу  P t

: 

        t I P f t t      (8) 

С учетом выражений (5) и (6) получим выражения для  Ω t : 
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 (9) 

где ijδ  – функция Кронекера, принимающая значение ijδ 1  при ji   и 

ijδ 0  в противном случае. 
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С учетом того, что первый множитель под знаком интеграла есть 

плотность распределения вероятности времени пребывания модели  i, jf t , 

получим окончательное выражение для  ijP t , в соответствии с формулой (8): 

          , ,

1 0

, ,

tK

ij ij i i j i k kj

k

P t t P X E f t t d   


      (10) 

Выражение для расчета переходных вероятностей (10), учитывающих 

интервалы времени нахождения процесса в состоянии i , является 

основополагающим выражением для описания полумарковских процессов 

для динамических байесовских сетей. Для нахождения  ijP t  воспользуемся 

преобразованием Лапласа для функции  i, jf t : 

    
0

sxf t e f t dt



    (11) 

С учетом преобразования Лапласа (11) приведем выражение (10) к 

следующему виду: 

          ' ' ' '

,

1

,
K

ij ij i i k ik kj

k

P s t P X E f s P s 


   (12) 

Среднее время пребывания модели в состоянии 
iX  имеет вид: 

     ' '1
1i is w s

s
    (13) 

Для расчета общего числа состояний полумарковского процесса  n t , 

соответствующего интервалу времени  0;t , введем следующие обозначения: 

 t  – состояние полумарковской цепи, соответствующей времени t ,  t n  – 

время перехода в состояние n . Тогда вероятность перехода можно 

определить в виде следующего выражения [7]: 

           ' , , | 0 , 0 0ij j iP n t P n t n s t X s X n      (14) 

Из выражения (7) следует, что  '

ij s  есть полное совместное 

распределение вероятностей, соответствующее нахождению модели в 
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состоянии X j
 в момент времени t , при этом модель сделала n  переходов. В 

таком случае, за начальную точку отчета (до перехода) возьмем момент 

времени t 0  и соответствующее ему состояние 
iX . Очевидно, выражение 

 ' n, tij  будет равно первому слагаемому из выражения (14): 

    ' 0,ij ij iP t t   (15) 

Вследствие того, что вероятность  ' 0, tij  пребывания модели во 

времени t  является безусловной, то результирующее значение есть сумма по 

всем состояниям модели n : 

    ' '

0

,ij ij

n

P t P n t




  (16) 

По аналогии с формулой (10) выражение (16) приведем к следующему 

виду: 

        '

, ,

1 0

1, , ,

tK

ij i k i k kj

k

P n t P X E f t P n t d 


     (17) 

Вероятностный вывод в моделях с полумарковским процессом перехода 

В классической теории ДБС задача логического вывода может быть 

декомпозирована на решение следующих задач: фильтрация, 

прогнозирование и сглаживаний. Сформулируем решение каждой из этих 

задач в терминах полумарковских процессов. Пусть 
t 1T 

 и 
n kT 

 – время 

пребывания в каждом из состояний t 1  и t k . Тогда формулировку задачи 

фильтрации для дискретного полумарковского процесса получим с учетом 

уравнения Чепмена-Колмогорова [8]: 
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С учетом того, что предсказание содержит в себя одношаговую 

фильтрацию, тогда выражение, соответствующее решению задачи 

предсказания, получим из выражения (18): 

 
 1 1 1: 1: 1

1 1 1: 1: 1

, | , ( , , )

( , , ) ( , | , ) ( , | , )

t k

t k t k t t
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P X T E P X T X T P X T E T



    

        






 (19) 

Если число апостериорных состояний полумарковской скрытой модели 

соответствует условию  1 k t  , то процедура сглаживания приобретает 

следующий вид: 
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  (20) 

Задача декодирования Витерби решается за счет вероятностной оценки 

связей между переменными 
1tX 
 и 

tX : 
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 (21) 

Рассмотрим решение описанных задач за счет использования процедуры 

логического вывода. Для этого рассмотрим алгоритм выборок по значимости 

(ВЗ) с учетом полумарковского переходного процесса для двух смежных 

состояний t  и 1t  . Основная сущность алгоритма заключается в замене 

искомого распределения  P X,T,E  на распределение по значимости 

 X,T,EQ , где в дополнение к переходной вероятности между срезами 

 1P |t tX X  добавляются вероятности пребывания в каждом из состояний 

 1 1P , | ,t t t tX T X T  . Сформулируем процедуру перехода к распределению по 

значимости  X,T,Q E  в виде следующего интеграла:  
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Тогда, применяя метод Монте-Карло, можно получить оценку по всем 

весам сформированных выборок [9]: 

 

 

   
 

 
 

1

1 1

1

1 1 1 1 11

1 1 1: 1

0 0 0 1 1 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1

€

,

1
, ,

| , , | ,
,

, | , ,

,  ( , | , ) ( | , )

,  ( , | , ) ( | , )

N
t i

i t t

i

i i i i i i

t t t t t t tt t

i i i i i i

t t t t t

i

f W f X X
N

P E X T P X T X T
W W

Q X T X T E

P X T P X T X T P E X T
W

Q X T Q X T X T Q E X T



 



    

  









 (23) 

где t 1

iW   – веса выборок, соответствующие временному срезу t 1 , N  – 

общее число формируемых выборок. 

Для удовлетворения условия, что сумма весов равна единицы 

t 1

i1
W 1

N

i




  произведем их нормализацию. Тогда выражение (24) перепишем 

с учетом нормализации весов и приведем к следующему виду [10]: 
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1 1

1 1 1
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 (24) 

где t 1

i
€W   – нормализованные веса. 

Для повышения точности алгоритма ВЗ наиболее целесообразно 

использовать процедуру повторного формирования выборок. Для этого 

зададим некоторый порог 
maxN . Тогда процедура поиска оптимальных весов 

будет эквивалентна следующему выражению: 

  1 1,t t

i max iW max N W   (25) 

Заключение 

Использование полумарковских процессов для моделирования на основе 

ДБС является универсальным подходом для решения научно-практических 

задач в условиях произвольного времени пребывания параметров модели 
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внутри каждого из состояний 
t kX 

. Рассмотренные в работе подходы к 

заданию переходных вероятностей ДБС на основе полумарковских процессов 

доказывают свою значимость и позволяют произвести наиболее точный 

расчет апостериорного распределения. В работе представлено решение задач 

вероятностного вывода на основе метода выборки по значимости и 

приведено его применение для полумарковской модели ДБС. Процедура 

расчета весов для каждой из выборок в условиях полумарковского процесса 

накладывает ряд ограничений, связанных необходимостью дополнительной 

оценки параметров модели, в соответствии с законом распределения времени 

внутри каждого среза t k . Особое внимание в работе уделено повышению 

доли согласованных выборок для каждого из параметров 
t kX 

 модели ДБС, 

что позволяет исключить выборки с наименьшими весами. 
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